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ПЕРЕДМОВА

Натуральнi числа створив Бог,
усе iнше – справа рук людських.

Л. Кронекер

Цей посiбник призначений для забезпечення фундаментальної
математичної пiдготовки бакалаврiв напряму пiдготовки «Початкова
освiта» вiдповiдно до чинних стандартiв галузi знань «Педагогiчна
освiта».

Перша частина посiбника була видана у 2012 роцi i мiстила
теоретичний матерiал, активне оперування яким сприяло формуванню
iдейного, понятiйного i процедурного фундаменту, необхiдного для
успiшного вивчення всiх iнших роздiлiв i тем курсу математики.

До другої частини посiбника увiйшли ключовi питання, що
вважаються основою для опанування майбутнiм учителем основних
iдей i понять, якi становлять основу для побудови теорiї невiд’ємного
цiлого числа, знайомства з рiзними системами числення, а також
дослiдження питань, пов’язаних iз подiльнiстю чисел.

Виходячи з того, що у початкових класах змiстово-методична
лiнiя розвитку поняття числа посiдає провiдне мiсце, у посiбнику
деталiзовано рiзнi пiдходи до побудови теорiї невiд’ємного цiлого
числа, дiбрано достатню кiлькiсть належних завдань, метою яких є
опрацювання тих понять, прийомiв, процедур i схем мiркувань, що
зазвичай застосовуються при розв’язаннi типових задач на подiльнiсть
чисел.

Значна увага придiляється логiцi викладення матерiалу, що вiдiграє
важливу роль в усвiдомленнi майбутнiми вчителями змiстово-логiчних
зв’язкiв мiж математичними поняттями i методами та у засвоєннi
логiко-математичних конструкцiй шкiльного курсу математики.
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У посiбнику широко використовуються мова i символiка сучасної
математики, що цiлком природно, оскiльки майбутнiй учитель
початкових класiв ще в перiод навчання в унiверситетi має
звикнути до них та навчитися правильно користуватися абетками,
що застосовуються у математицi, математичною термiнологiєю та
математичною символiкою.

Цi «синтаксичнi» i «семантичнi» компоненти є невiд’ємною
складовою не тiльки математичної, а й загальної культури вчителя:
учитель, який не володiє цими засобами, не зможе навчити учнiв
користуватися математичною мовою, як i залучити їх до математичної
самоосвiти.

У посiбнику вживаються традицiйнi для математики:

позначення:

N – множини натуральних чисел, тобто чисел 1, 2, 3, 4, 5, . . . ,
що вживаються для лiчби предметiв чи вказування порядкового
номера того чи iншого предмета серед сукупностi однорiдних
предметiв1;

N0 – множини невiд’ємних цiлих чисел, тобто чисел 0, 1, 2, 3, 4, 5, . . . ;

Q+ – множини додатних рацiональних чисел;

записи:

n ∈ N читається:
«n належить множинi N» i позначає, що n – натуральне число;

k ∈ N0 читається:
«k належить множинi N0» i позначає, що k – невiд’ємне цiле
число;

s ∈ Q+ читається:
«s належить множинi Q+» i позначає, що s – додатне рацiональне
число.

1 Їх ще називають додатними цiлими числами.
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Для спрощення орiєнтацiї у структурно-логiчнiй органiзацiї змiсту
в посiбнику вживаються оригiнальнi мiтки:

– теоретичний матерiал, що пiдлягає ретельному опрацю-
ванню без будь-яких виключень;

– запитання для самоконтролю, що слугують основою для
визначення повноти й глибини засвоєння теоретичного
матерiалу;

– завдання для самостiйного виконання, що (в основному)
визначають рiвень вимог до набутих умiнь i навичок;

– проблемно-пошуковi завдання, що призначаються для фор-
мування у майбутнiх учителiв умiнь визначення iдейно-змi-
стової сутностi зв’язкiв мiж математичними поняттями та
їхньою iнтерпретацiєю у початковому курсi математики;

– перелiк рекомендованих джерел, якi є у фондах унiверситет-
ських бiблiотек або оцифрованi й знаходяться у вiльному
доступi в мережi iнтернет.

Крiм того, спецiальними маркерами у текстi позначаються:

I – початок обґрунтування (доведення) положення;
J – кiнець обґрунтування (доведення) положення.

Вiдповiдно до устояних в математичнiй лiтературi традицiй, усi
поняття, що поступово вводяться в обiг у змiстi посiбника, видiляються
в текстi у виглядi окремих означень i вiдповiдним чином позначаються:

Означення 1., Означення 2. i т.д.

Кожне з таких означень є обов’язковим для усвiдомлення,
запам’ятовування й вiдтворення без жодних власних змiстових
iнтерпретацiй.

Найбiльш суттєвi факти (закономiрностi, залежностi), що стосу-
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ються окремих математичних понять чи об’єктiв, подаються у виглядi
властивостей i теорем й позначаються у текстi так:

Властивостi об’єднання, Теорема 1. тощо.

Окремi з наведених властивостей обґрунтовуються, причому спосiб
їхнього обґрунтування обирається такий, щоб його можна було
застосовувати також в iнших ситуацiях, зокрема при розв’язаннi задач.

Доведення теорем пiдлягають уважному розбору з розрахунку на
їхнє подальше самостiйне вiдтворення, що є обов’язковою умовою
засвоєння навчального матерiалу.

Змiст кожного з роздiлiв посiбника завершується запитаннями
для самоконтролю, завданнями для самостiйного виконання та
проблемно-пошуковими завданнями, виконання яких передбачає
набуття досвiду застосування розглянутих математичних понять i
фактiв до розв’язання професiйно орiєнтованих задач.

До кожного роздiлу наводиться добiрка джерел, якими можна
користуватися при самостiйному або поглибленому опрацюваннi
викладеного матерiалу. Серед рекомендованих видань перевагу вiддано
книгам, що в рiзнi роки використовувалися як навчальнi посiбники у
процесi навчання математики майбутнiх учителiв початкових класiв.
Для використання рекомендуються також видання, в яких вичерпно й
на належному науковому рiвнi висвiтлюються окремi питання змiсту
роздiлiв. Переважна частина рекомендованих джерел оцифрована i
доступна в мережi iнтернет для вiльного ознайомлення.

Наприкiнцi посiбника подано покажчик термiнiв, уживаних при
викладеннi матерiалу курсу.

Автори сподiваються, що структурно-логiчна органiзацiя змiсту
посiбника сприятиме якiсному засвоєнню й усвiдомленню студентами
математичних понять i фактiв, без яких професiйна пiдготовка
майбутнього вчителя не може вважатися задовiльною.

Автори
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1. НЕВIД’ЄМНI ЦIЛI ЧИСЛА

1.1. КОРОТКИЙ IСТОРИЧНИЙ НАРИС

РОЗВИТКУ ПОНЯТТЯ ЧИСЛА

Поняття числа виникло з практичних потреб людини на досить
ранньому ступенi її розвитку як засiб абстрактного вираження реальних
зв’язкiв (вiдношень) матерiального свiту. Обсяг поняття числа в мiру
зростання практичних i теоретичних потреб поступово розширювався,
а його змiст розвивався й удосконалювався. На кожному етапi
розвитку математики рiвень знань про число вiдображав певною мiрою
можливостi математики взагалi i ступiнь зрiлостi її основ зокрема.

Натуральнi числа. Iсторично першою виникла i почала
розвиватися система натуральних чисел. Поняттю натурального числа
передувало введення в ужиток таких понять, як «бiльше», «менше»,
а також закрiплення у повсякденнiй дiяльностi людини навичок
оперування з рiзними, але малочисельними сукупностями (множинами)
об’єктiв.

Проте поняття числа виникло значно ранiше вiд тих часiв, до яких
належать першi iсторичнi пам’ятки, що мiстять деякi вiдомостi про
математичнi знання стародавнiх людей. Тому про еволюцiю поняття
натурального числа i процесу лiчби можна скласти уявлення лише
на пiдставi вивчення побiчних джерел: етнографiчних, археологiчних,
культурологiчних, фiлологiчних тощо. Досить високий рiвень збiгу
фактiв у рiзних джерелах свiдчить про те, що нашi вiдомостi про
загальну картину розвитку поняття натурального числа i процесу лiчби
в тi далекi часи є достатньо достовiрними. Однак дiстати вiдповiдi
на всi питання, пов’язанi iз зародженням i становленням поняття
натурального числа, таким способом не вдається.

Проте напевно вiдомо, що натуральне число виникло в процесi
лiчби. На початковiй стадiї цей процес мав якiсний характер i засто-
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совувався до множин з невеликою кiлькiстю об’єктiв. У сучасному розу-
мiннi це не була лiчба, а лише процес впiзнавання за певними якiсними
ознаками елементiв певної конкретної множини. Можливо, збираючись
на полювання, мисливцi «лiчили» (пiдраховували) учасникiв, визнача-
ючи, чи всi вони зiбрались. Можливо, «лiчили» кiлькiсть голiв худоби,
переганяючи з одного пасовиська на друге. Можна уявляти, що процес
«лiчби» супроводжував також iншi повсякденнi дiї тодiшньої людини.

Але за будь-яких умов кiлькiсть елементiв множини на цiй стадiї
тiсно пов’язувалася з якiсними властивостями цих елементiв: кольором,
формою, розмiром, призначенням тощо. При цьому не завжди кiлькiсть
елементiв виступала як узагальнена властивiсть множин з однаковою
кiлькiстю елементiв. Образно кажучи, на раннiх етапах формування
поняття числа однаковi за кiлькiстю, але рiзнi за складом елементiв
множини не завжди ототожнювалися.

Важливим етапом у розвитку поняття про число була поява
певних еталонiв лiчби, тобто вибiр стандартних множин, якi
символiзували певнi невеликi конкретнi числа. Першими такими
еталонами-множинами були рiзнi частини тiла людини або тварини –
двi руки, п’ять пальцiв тощо. Залишки такої лiчби зустрiчалися ще
в XIX ст. в iндiйцiв племенi абiпонiв, якi число 5 iменували «рука»,
число 10 – «двi руки», 20 – «руки i ноги», а тiбетцi для назви числа
2 застосовували слово «крило» i т.iн.

I лише згодом, значно пiзнiше, внаслiдок тривалого оперування
з рiзними множинами конкретних об’єктiв поступово сформується
абстрактне поняття натурального числа, яке слугуватиме для
вираження кiлькостi елементiв множини незалежно вiд природи цих
елементiв.

Числовий запас стародавньої людини зростав дуже повiльно i
тривалий час залишався вкрай обмеженим. Навiть столiття тому
лiчильний запас окремих племен у Бразилiї обмежувався лише
трьохелементними множинами, а кiлькостi, бiльшi за три, не
розрiзнялися i позначалися словом «багато».

8



У новому кам’яному вiцi, неолiтi2, людина перейшла до осiлого
способу життя й вiд простого збирання їжi до активного її виробництва.
Цей процес дав згодом поштовх до розвитку iнших важливих видiв
виробничої дiяльностi: появi ремесел, удосконаленню спорудження
жител, виготовленню знарядь працi тощо. Збiльшення масштабiв
виробничої дiяльностi людини, активiзацiя матерiального обмiну
та iнших стосункiв мiж племенами сприяли суттєвому зростанню
числового запасу й ширшому його використанню. Проте натуральний
ряд чисел дуже довго вважали скiнченним, хоч i користувалися
дедалi бiльшим числовим запасом. I лише в III ст. до н. е. у працi
Архiмеда3 «Псаммiт, або обчислення пiску в просторi, який дорiвнює
кулi нерухомих зiрок» (вiдомiй як «Лiчба пiску») в явному виглядi
формулюється iдея нескiнченностi натурального ряду.

З iдеєю нескiнченностi натурального ряду зазвичай пов’язуються
й уявлення про великi числа, що культивувалися в деяких давнiх
релiгiйних вченнях та легендах. Зокрема, особливо важливе значення
великим числам вiдводилося в Китаї та Iндiї, де вони символiзували
могутнiсть.

Наприклад, за древньоiндiйськими легендами Будда ще юнаком
вiдзначався мистецтвом лiчби; вiн знав числа, якими можна було
полiчити все: зернини в полi, пiщинки у рiчцi Ганг i весь пiсок мiльйона
рiк, таких великих, як Ганг. Будда «знав» навiть число, за допомогою
якого боги обчислюють своє минуле i майбутнє.

Системи числення (нумерацiї). Користування натуральними
числами потребувало певних способiв їх позначення. Стародавнi люди
результати лiчби фiксували зарубками на деревах, кiстках тварин, а
також вузлами на мотузках. З появою письма почали вироблятися певнi
знаковi (символьнi) системи позначення чисел.

2 Неолiт – новий кам’яний вiк (X – поч. III тис. до н. е.), що прийшов на змiну
мезолiту та передував мiдному вiку.

3 Архiмед (бл. 287–212 рр. до н. е.) – давньогрецький математик, фiзик, iнженер,
винахiдник та астроном.
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Системи числення пройшли двi стадiї iсторичного розвитку. На
першiй, раннiй стадiї були поширенi рiзноманiтнi непозицiйнi4 системи
числення, в основу яких було покладено адитивний5, субстрактивний6

i мультиплiкативний7 принципи. Як свiдчать iсторичнi документи, в
межах однiєї системи числення кiлька з них могли використовуватися
одночасно.

Зауваження. Серед стародавнiх систем числення винятком може вважатися
вавилонська система числення, що мiстить деякi ознаки позицiйних систем8 i тому
її часто називають напiвпозицiйною.

У напiвпозицiйнiй системi числення для кожної десяткової (розрядної) цифри
використовується кiлька рiзних знакiв: один – для зображення даної цифри в
розрядi одиниць, другий – для зображення тiєї ж цифри в розрядi десяткiв, третiй –
для її зображення в розрядi сотень ... Нуль у такiй системi числення зазвичай
вiдсутнiй, оскiльки в рiзних розрядах позначення цифр вiдрiзняються при тому,
що вже саме позначення цифри вказує на розряд, в якому вона стоїть.

За допомогою такої системи можна було виконувати всi звичайнi арифметичнi
дiї з цiлими числами в межах вiд одиницi до тисячi. Але для чисел, бiльших за
тисячу, доводилося застосовувати спецiальнi додатковi значки.

Наприклад, у старiй слов’яно-грецькiй системi запису чисел (що використо-
вувалася до появи позицiйної системи числення i арабських цифр на Русi) цифра
«один» зображувалася трьома способами:

1) буквою A, якщо одиниця стояла в розрядi одиниць, тобто в першому розрядi;
2) буквою I, якщо одиниця стояла в розрядi десяткiв, тобто у другому розрядi;
3) буквою P , якщо одиниця стояла в розрядi сотень, тобто у третьому розрядi.
Вiдповiдно, число PA у такому записi означало 101 (у нинiшнiй позицiйнiй

системi). Причому в записi числа 101 використовується нуль, що позначає вiдсутню
цифру в другому розрядi.

Суть адитивного принципу полягає в тому, що для так званих
вузлових чисел (утворених здебiльшого за десятковим принципом,
наприклад: 100, 101, 102, 103 та iн.) iснували iндивiдуальнi позначення, а

4 Непозицiйна система числення – це система запису чисел, у якiй значення
кожної цифри (знака) в записi числа не залежить вiд позицiї, яку вона (вiн)
займає.

5 Адитивний – вiд лат. addere -– додавати.
6 Субстрактивний – вiд iтал. substractio – вiднiмання.
7 Мультиплiкативний – вiд лат. multiplicatio – множення.
8 Позицiйна система числення – це система запису чисел, у якiй одна й та ж

цифра (знак) у записi числа набуває рiзних значень залежно вiд займаної нею
(ним) позицiї.
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iншi (алгоритмiчнi) числа дiставали за допомогою додавання вузлових
чисел. Принцип адитивностi в чистому виглядi використовувався в
стародавнiй єгипетськiй системi числення. Але його реалiзацiю можна
побачити й у римськiй нумерацiї, де запис XVI означає десяток та ще
п’ять i один, тобто 10 + 5 + 1 = 16.

Згiдно iз субстрактивним принципом, записанi поряд знаки чисел
A i B таких, що де A < B, тлумачаться як рiзниця чисел B i A.
Цей принцип, зокрема, реалiзовано у римськiй нумерацiї, де запис IX
означає десяток без одиницi, тобто X – I, або ж у звичному для нас
виглядi 10− 1 = 9.

Мультиплiкативний принцип полягає в тому, що записанi поряд
(горизонтально або вертикально) знаки A i B чисел читаються як
добуток числа A на число B. Цей принцип використовувався у
стародавнiх китайськiй та iндiйськiй системах числення. Системи
числення, в яких використовувався мультиплiкативний принцип, за
своєю структурою ближчi до позицiйних систем. Наприклад, цей
принцип реалiзується у десятковiй системi числення, де запис типу 40

означає чотири десятки, тобто 40 = 4 · 10.
Серед непозицiйних систем, починаючи з V ст. до н. е., значно

поширилася алфавiтна система. Вперше її стали застосовувати в
грецькiй малоазiатськiй колонiї Iонiї9. У цiй системi числа зображували
буквами алфавiту, причому, щоб вiдрiзнити букву-звук вiд букви-числа,
над останньою проводили горизонтальну риску або ставили зверху
штрих. Наприклад, числа вiд 1 до 9 включно позначали вiдповiдно так:
α, β, γ, δ, ε, ζ, ξ, η, θ.

Аналогiчно позначали числа вiд 10 до 90 i вiд 100 до 900. Для
позначення круглих тисяч (до 10 000) використовували тi самi букви,
що й для зображення чисел вiд 1 до 9, але перед ними ставили коми.
Число 10 000 позначали буквою M. Для зображення чисел, кратних
M, бiля M ставили вiдповiдний множник. Для позначення iнших чисел
користувалися адитивним принципом.

9 Звiдси й назва – iонiйська система числення.
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Наприклад: 45 – µε, де µ – 40,

2471 – βνoα, де ν – 400, o – 70 i т. д.

Алфавiтна система була по сутi завершальним етапом у розвитку
непозицiйних систем числення i мала значнi переваги (особливо
при виконаннi операцiй над числами) перед iншими вiдомими
непозицiйними системами. Вона була поширена не тiльки в Iндiї, а й
серед iнших народiв, наприклад, слов’янського народу, арабського та
iн.

Основна iдея позицiйної системи числення – принцип помiсцевого
значення цифр – уперше зустрiчається близько 4 000 рокiв тому в
шiстдесятковiй системi числення стародавнiх вавилонян, що в той
перiод заселяли територiю мiж рiчками Тигр i Євфрат.

Вважається, що сучасна позицiйна десяткова система числення
зародилася i розвинулася в Iндiї, починаючи iз V ст. н. е. Згодом
iндiйську позицiйну систему запозичують iншi народи. У VIII ст.
н. е. цiєю системою вже користуються араби, а з IX ст. її поступово
починають уживати i європейськi народи.

Поширенню в Європi iндiйської позицiйної системи значною мiрою
сприяла перекладена в XII ст. латинською мовою «Книга про iндiйськi
числа» Мухаммада аль-Хорезмi10, в якiй вiн досить повно (для того
часу) виклав арифметику в позицiйнiй десятковiй системi числення.
Проте переходу в Європi до нової системи числення досить довго
чинили опiр представники офiцiйних схоластичних наук, а також окремi
уряди. Тiльки з другої половини XV ст., в епоху Вiдродження, позицiйна

10 Мухаммад аль-Хорезмi (787–бл. 850) – повне iм’я Абу Абдулла Абу Джафар
Мухаммад iбн Муса аль-Хорезмi – видатний перський математик, географ,
iсторик та астроном. Уперше видiлив алгебру як самостiйну дисциплiну (термiн
походить вiд назви однiєї з праць аль-Хорезмi, а саме, «Китаб валь-Джебр аль-
Мукабала», тобто «Книга про вiдновлення i протиставлення»).
Його книга «Китаб аль-хiсаб аль-хiндi» («Книга про iндiйськi числа») стала
прототипом багатьох рукописiв, складених європейцями латинською мовою, на
якiй iм’я вченого аль-Хорезмi стало звучати як «алхорiзм», «алгорифм» або
«алгоритм» i дало назву термiну алгоритм.
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система числення набуває в Європi загального визнання i великого
поширення. У нашiй країнi вона ввiйшла в ужиток, починаючи iз
XVII ст.

В Iталiї до XIII ст., а в iнших країнах Захiдної Європи – до XVI ст.
переважала так звана римська нумерацiя, залишки якої збереглися ще
й зараз. Зокрема, ми користуємося нею для позначення ювiлейних дат,
нумерацiї роздiлiв у книгах, строф у вiршах i т. iн.

У римськiй нумерацiї для позначення скiнченного набору «вузло-
вих» чисел використовувалися деякi знаки, якi осучаснено виглядають
так:

I = 1, V = 5, X = 10, L = 50, C = 100, D = 500, M = 1 000.

Усi iншi числа утворюються з вузлових чисел послiдовним їх
записом за певними правилами:

– пiдряд одна i та ж цифра в запису числа може записуватися не
бiльше трьох разiв, але тiльки якщо їй передує бiльша цифра;

– якщо менша цифра стоїть пiсля бiльшої або такої самої, то їхнi
числовi значення додаються;

– якщо менша цифра стоїть перед бiльшою (в цьому випадку вона
не може повторюватися), то числове значення меншої цифри
вiднiмається вiд числового значення бiльшої.

Наприклад:
VI = 6 = 5 + 1,
IV = 4 = 5− 1,
XL = 40 = 50− 10,
LX = 60 = 50 + 10,
LXX = 70 = 50 + 10 + 10,
LXXX = 80 = 50 + 10 + 10 + 10,
ХС = 90 = 100− 10,
XXVIII = 28 = 10 + 10 + 5 + 1 + 1 + 1,
XXXIX = 39 = 10 + 10 + 10 + (10− 1),
CCCXCVII = 397 = 100 + 100 + 100 + (100− 10) + 5 + 1 + 1,
MDCCCXVIII = 1818 = 1000+ 500+ 100+ 100+ 100+ 10+ 5+ 1+ 1+ 1.
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Найбiльше число, яке можна записати у римськiй нумерацiї за
допомогою її вузлових чисел, буде таким:

MMMDDDCCCLLLXXXVVVIII =

= 3 · 1000 + 3 · 500 + 3 · 100 + 3 · 50 + 3 · 10 + 3 · 5 + 3 · 1 = 4 998.

Про походження римських цифр достовiрнi вiдомостi вiдсутнi, але
вiдомо, що римська система нумерацiї склалася приблизно у II–I столiт-
тях до н. е., коли Римська iмперiя досягла найвищого рiвня розвитку
культури.

Хоча знаки римської нумерацiї (цифри) схожi на букви, доведено,
що вони виникли на iталiйському ґрунтi задовго до появи там алфавiту.
Такої думки дотримується iсторик Т. Моммзен11, який уважає, що
римськi числовi знаки, всупереч поширенiй думцi, не походять вiд букв
алфавiту.

У римськiй нумерацiї виразно простежуються слiди п’ятiркової
системи числення. Однак, у мовi римлян (латинськiй) нiяких слiдiв
п’ятiркової системи виявити не вдається. Тому цiлком слушною є думка,
що цифри могли бути лише запозиченi римлянами в iншого народу
(ймовiрно, що в етрускiв).

Дробовi числа. Стародавнiй людинi поряд iз лiчбою доводилося
дiлити деякi предмети на рiвнi частини та вимiрювати певнi величини.
Це привело до появи дробiв.

У найдавнiших пам’ятках математичної культури стародавнього
Єгипту i народiв Дворiччя вже фiгурує поняття дробу. Очевидно,

першими в усiх народiв виникли найпростiшi дроби виду
1

n
(так званi

алiквотнi, вiд лат. aliquot – кiлька), що були результатом подiлу цiлого
на рiвнi частини, i тiльки згодом, у результатi вимiрювання величин,
з’явилися дроби загального виду

m

n
.

11 Хрiстiан Матiас Теодор Моммзен (1817–1903) – нiмецький iсторик, фiлолог
та юрист, удостоєний Нобелiвської премiї з лiтератури (1902) за багатотомну
працю «Римська iсторiя», почесний громадянин Риму.
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Поняття дробу формувалося i входило в ужиток ще важче,
нiж поняття натурального числа. На першiй стадiї свого розвитку
дроби мали конкретно-якiсний характер як певнi частини деяких
одиниць вимiрювання. Наприклад, у стародавньому Єгиптi за
одиницю вимiрювання площi брали сеат12. Спочатку символом ×
позначали тiльки четверту частину сеата i лише згодом ним стали

користуватися для позначення абстрактного дробу
1

4
. Збагачення

практики вимiрювання, оперування з його результатами привело до
поступового абстрагування вiд вимiрюваної величини i, врештi-решт,
до розумiння дробу як абстрактного числового поняття.

З iсторичних пам’яток, якi дiйшли до нас, можна зробити висновок,
що стародавнi єгиптяни користувалися тiльки алiквотними дробами i як

виняток дробом
2

3
, для якого застосовували спецiальне позначення. Усi

iншi дроби подавали як суму алiквотних дробiв i, при потребi, дробу
2

3
.

Наприклад:
4

5
=

2

3
+

1

10
+

1

30
;

2

7
=

1

6
+

1

14
+

1

21
i т.д.

Це дуже утруднювало обчислення з дробами i, мабуть, гальмувало
розвиток єгипетської математики в цiлому.

Запис звичайних дробiв у виглядi суми алiквотних зустрiчаємо
також в iнших народiв i в значно пiзнiшi часи у країнах Близького
Сходу, в Iндiї тощо.

У стародавнiх народiв Дворiччя десь у III тисячолiттi до н. е. на
базi шiстдесяткової напiвпозицiйної системи числення виникли шiст-
десятковi (сексагезимальнi) системнi дроби13, аналогiчнi сучасним
десятковим.

Це було значним досягненням в обчислювальнiй математицi тих
часiв. Шiстдесятковi дроби поширилися i надовго закрiпилися не тiльки

12 Сеат – площа квадрата зi стороною 100 лiктiв.
13 Секунда (мiра часу) – 1/60 частина хвилини; хвилина – 1/60 частина години;

година – 1/24 частина доби.
Секунда (мiра кута) – 1/60 частина хвилини; хвилина – 1/60 частина градуса;
градус – 1/360 частина круга, де 360 = 6 · 60.
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в математицi, а й в астрономiчних обчисленнях. Ними користувалися
в стародавнiй Грецiї, згодом – на Близькому Сходi та в Середнiй Азiї,
Iндiї, Європi аж до виникнення десяткових дробiв.

Звичайнi дроби загального вигляду
m

n
уперше були введенi i набули

великого поширення у стародавнiй Грецiї, але тодiшнi математики
трактували їх виключно як вiдношення натуральних чисел, а не як
числа спецiального виду. Тiльки в роботах Дiофанта14 дроби вперше
визнавалися числами.

У подальшому звичайнi дроби поступово вдосконалювалися в
Iндiї, операцiї над ними почали розглядатися фактично iз сучасних
позицiй. Явно стала простежуватися тенденцiя до об’єднання множини
натуральних i дробових чисел в одну числову множину – додатних
рацiональних чисел.

Пiсля завоювання Iндiї та iнших країн Сходу (починаючи з VII–
VIII ст.) араби успадкували математичнi знання цих народiв. Арабська
мова стала офiцiйною i науковою мовою на пiдкорених територiях.
Але серед арабських математикiв15 звичайнi дроби загального виду не
набули великого поширення. Навпаки, тут спостерiгається захоплення
алiквотними дробами аж до XV ст.

В Європу вiдомостi про звичайнi дроби почали проникати, в
основному, починаючи з XII ст. в результатi появи перекладiв
математичних творiв з арабської мови на латинську. Вчення про
звичайнi дроби європейцi засвоювали досить важко, про що свiдчить
те, що впродовж тривалого часу не було вироблено загальних
правил виконання операцiй над дробами i їхнього запису. Оволодiння
мистецтвом виконання операцiй над звичайними дробами вважалося
ознакою високої математичної освiченостi, оскiльки такi операцiї

14 Дiофант Александрiйський (мiж 200 та 214 рр. – мiж 284 та 298 рр.) –
давньогрецький математик, який жив в Александрiї.

15 Термiн «арабськi математики» часто вживався в розумiннi «математики, якi
писали арабською мовою» (але якi, можливо, були представниками iнших
народiв).
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позицiонувалися як операцiї найвищої складностi16.

Достатню для свого часу яснiсть у вчення про звичайнi дроби внiс
С.Стевiн17 у книзi «Арифметика», надрукованiй у 1585 р.

У Росiї звичайнi дроби загального виду почали застосовува-
тися з XVI ст. Враховуючи те, що у багатьох народiв дроби
називалися ламаними числами, автор першого росiйського пiдручника
з математики Л. П. Магницький18 також скористався цiєю назвою.

Десятковi дроби (за аналогiєю з шiстдесятковими) виникли на
базi десяткової позицiйної системи числення. Вперше їх застосування
зафiксовано у Китаї не пiзнiше III ст. н. е., але достатнього розвитку
вони тут не набули. Перший досить систематичний для свого часу
виклад учення про десятковi дроби було зроблено самаркандським
астрономом i математиком аль-Кашi19 в книзi «Ключ до арифметики»
(1427).

Проте працi аль-Кашi та iншi твори, що мiстили вчення про
десятковi дроби, в Європi довгий час залишалися невiдомими, тому тут
цi дроби «перевiдкрили» знову. У 1585 р. С. Стевiн видав невеличку
брошуру (всього 7 сторiнок) пiд назвою «Децималь», в якiй подав
систематичний виклад учення про десятковi дроби. Але загального
поширення десятковi дроби набули лише починаючи з XVIII ст., коли
прийоми виконання й запису обчислень з ними набули сучасної форми.

16 До нас дiйшло нiмецьке прислiв’я з тих часiв «потрапити в дроби» («in die
Brüche gehen»), яке означає «зайти в безвихiдь, закiнчитись крахом».

17 Сiмон Стевiн (1548–1620?) – фламандський математик, iнженер-винахiдник.
18 Леонтiй Пилипович Магницький (1669–1739) – видатний росiйський мате-

матик-самоучка, який створив першу росiйську енциклопедiю з математики
(«Арифметика, сиречь наука числительная с разных диалектов на славенский
язык переведеная и во едино собрана, и на две книги разделена»). За цiєю
книгою вчилося не одне поколiння школярiв.

19 аль-Кашi (1380–1429) – повне iм’я Джамшид iбн Мас’уд iбн Махмуд Гiяс ад-
Дiн аль-Кашi – видатний середньоазiатський математик i астроном XV ст.,
один iз керiвникiв Самаркандської обсерваторiї. Його покровителем був
царствений принц i вчений Улугбек (1393-1449), онук тюркського завойовника
Тамерлана (Тимура).
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Iррацiональнi числа. Поняття iррацiонального числа виникло
значно пiзнiше, нiж поняття натурального числа i дробу, й було
пов’язано з вимiрюванням величин.

Недостатнiсть множини додатних рацiональних чисел для потреб
математики, зокрема геометрiї, вперше гостро вiдчули вченi стародав-
ньої Грецiї (пiфагорiйська школа) ще в V ст. до н. е. пiсля вiдкриття
несумiрних величин. Для числового вираження вiдношень цих величин
рацiональнi числа виявилися непридатними.

У результатi теоретична частина метричної геометрiї й учення
про подiбнiсть були поставленi пiд сумнiв. Грецькi вченi тих часiв
були неспроможнi дiйти висновку, що вiдношення несумiрних величин
слiд розглядати як числа нової природи. Замiсть арифметизацiї
вiдношень несумiрних величин (тобто введення нових, iррацiональних
чисел) математики стародавньої Грецiї пiшли по шляху геометризацiї
вiдношень як сумiрних, так i несумiрних величин.

Першi iррацiональнi вирази, з якими довелося мати справу
грецьким математикам, були квадратичнi. Усi цi вирази подавалися
ними у виглядi геометричних образiв – вiдрiзкiв, прямокутникiв, а
перетворення над ними здiйснювались також у геометричнiй формi.

У IV ст. до н. е. знаменитий грецький математик Евдокс20

створив загальну теорiю вiдношень, виклавши її геометричною мовою.
Теорiя Евдокса й досi вражає своєю строгiстю i логiчнiстю викладу,
оригiнальнiстю iдеї, глибина якої була повною мiрою усвiдомлена
лише в XIX ст.: напрацювання Евдокса по сутi передвiстили побудову
Р.Дедекiндом21 теорiї дiйсних чисел у 1876 р.

Проте теорiя Евдокса мала дуже iстотний недолiк: вона була
непридатною для безпосереднього використання на практицi, зокрема
в математичних обчисленнях. Тому вона мало сприяла формуванню

20 Евдокс Кнiдський (бл. 408 – бл. 355 рр. до н. е.) – давньогрецький математик i
астроном, який народився в Кнiдi, на пiвденному заходi Малої Азiї.

21 Юлiус Вiльгельм Рiхард Дедекiнд (1831–1916) – нiмецький математик, вiдомий
роботами з абстрактної алгебри й основ дiйсних чисел.
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поняття iррацiонального числа. З сучасної точки зору ця теорiя (про
яку ми знаємо з твору Евклiда22«Початки») була першим чудовим
зразком обґрунтування поняття дiйсного числа.

Хоч iррацiональнi числа вперше заявили про себе в теоретичнiй
частинi математики, усвiдомлення їх як чисел, i притому рiвноправних
з числами рацiональними, прийшло, в основному, завдяки iнтенсивнiй
обчислювальнiй практицi. Спочатку математики Iндiї, а потiм i
Близького Сходу, розвиваючи обчислювальнi методи в алгебрi, астро-
номiї, тригонометрiї й постiйно зустрiчаючись з iррацiональними вели-
чинами, визнали iррацiональнi числа як рiвноправнi з уже iснуючими.

Про адекватнiсть геометричної несумiрностi i арифметичної iррацi-
ональностi вже досить упевнено твердить Насiр Ад-Дiн ат-Тусi23:
«Кожне з вiдношень може бути назване числом, вимiрюваним
одиницею, так само, як попереднiй член вiдношення вимiрюється
наступним членом». Аналогiчнi узагальнення висловлювались i ранiше,
наприклад, Омаром Хайямом24.

В європейськiй математичнiй лiтературi поняття iррацiонального
числа зустрiчається в роботi Леонардо Пiзанського25 «Книга про абак»
(1202) i поступово набуває загального визнання. Серед європейських
математикiв С. Стевiн один iз перших у друкованому виглядi висловив
думку про принципову рiвноправнiсть рацiональних та iррацiональних
чисел.

22 Евклiд (бл. 365 – бл. 300 рр. до н. е.) – давньогрецький математик, автор
першого теоретичного трактату з математики.

23 Насiр Ад-Дiн ат-Тусi (1201–1274) – повне iм’я Насир ад-Дiн Абу Джафар
Мухаммад iбн Мухаммад ат-Тусi – перський учений-енциклопедист, мате-
матик.

24 Омар Хайям (1048–1131) – повне iм’я Гiяс ад-Дин Абуль Фатх iбн Iбрахiм
Омар Хайям Нiшапурi – перський поет, фiлософ, математик, астроном,
астролог. Вiдомий у всьому свiтi завдяки своїм рубаї.

25 Леонардо Пiзанський (бл. 1170 – бл. 1250) – iталiйський математик, бiльше
вiдомий як Фiбоначчi, автор математичних трактатiв, завдяки яким Європа
довiдалася про застосовувану iндiйцями позицiйну систему числення, вiдому
зараз як арабська нумерацiя.
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Розвиток обчислювальної математики (зокрема, вчення про
десятковi дроби), створення початкiв аналiтичної геометрiї, диферен-
цiального й iнтегрального числення в XVII ст. стимулювали розвиток
iдеї iррацiонального числа, яке стало вже просто необхiдним у новiй на
той час математицi змiнних величин.

У 70-х роках XVII ст. Iсаак Ньютон26 у книзi «Загальна арифме-
тика» (1707) проголосив загальну концепцiю дiйсного числа: «Пiд
числом ми розумiємо не стiльки множину одиниць, скiльки вiдособлене
вiдношення якої-небудь величини до iншої величини того самого роду,
прийнятої нами за одиницю. Число буває трьох видiв: цiле, дробове
та iррацiональне. Цiле число є те, що вимiрюється одиницею; дробове –
кратною частиною одиницi; iррацiональне число несумiрне з одиницею».
Таке розумiння iдеї дiйсного числа залишалося аж до другої половини
XIX ст., коли було здiйснено логiчний аналiз i перегляд усiх числових
систем.

Вiд’ємнi числа. На вiдмiну вiд натуральних i дробових чисел
вiд’ємнi числа виникли в результатi потреб самої математики, а саме, у
процесi розвитку теорiї розв’язування алгебраїчних рiвнянь.

Як зазначалося вище, в Єгиптi, Вавилонi й Грецiї були вiдомi
лише додатнi рацiональнi числа. Першими до iдеї вiд’ємного числа
прийшли китайськi математики понад двi тисячi рокiв тому. Проте
повного розвитку поняття вiд’ємного числа у них не набуло, бо вони
розглядали тiльки операцiї додавання й вiднiмання вiд’ємних чисел, а
операцiї множення i дiлення не застосовували.

У дуже недосконалiй формi iдея вiд’ємного числа фiгурує в
Дiофанта при знаходженнi добуткiв, наприклад, такого вигляду
(2x−3)(2x−3). Розглядаючи рiзницi a−b, де зменшуване завжди бiльше
за вiд’ємник, вiн подiляв компоненти на «додаванi» i «вiднiманi» числа,
тобто зменшуванi та вiд’ємники вiдповiдно, i фактично сформулював
правило знакiв при множеннi вiд’ємних чисел: «вiднiмане число,

26 Iсаак Ньютон (1643–1727) – видатний англiйський учений, який заклав основи
сучасного природознавства, творець класичної фiзики.
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помножене на вiднiмане, дає додаване, а вiднiмане на додаване дає
вiднiмане». Але вiд’ємних чисел як таких Дiофант усе ж не визначив.

Починаючи з V–VI ст. н. е., поняття вiд’ємного числа стали широко
застосовувати математики Iндiї. Вони ввели позначення для додатних
i вiд’ємних чисел, сформулювали правила дiй над ними, знаходження
як додатних, так i вiд’ємних коренiв рiвнянь, запропонували конкретнi
тлумачення додатних i вiд’ємних чисел (як майно i борг). Проте iдея
повноправного абстрактного вiд’ємного числа формується в iндiйськiй
математицi повiльно. У XII ст. н. е. iндiйський математик Бхаскара27

зазначав, що «люди не схвалюють абстрактних вiд’ємних чисел».
В Європi першi згадки про вiд’ємнi числа (потрактованi як борг)

зустрiчаються в роботах Леонардо Пiзанського (Фiбоначчi). Згодом
європейськi математики стали краще розумiти суть вiд’ємних чисел, але
чiтке уявлення про їхню природу формувалося дуже повiльно. Зокрема,
нiмецький математик М. Штiфель28 уважав, що «нуль мiститься мiж
справжнiми i абсурдними числами».

Рiшучим кроком у становленнi поняття вiд’ємного числа було
видання у 1637 р. «Геометрiї» Р. Декарта29, де додатнi й вiд’ємнi числа
дiстали геометричне тлумачення як точки на числовiй осi. Це значно
сприяло визнанню вiд’ємних чисел i розумiнню їхньої природи. Проте
ще й у XVIII ст. точилися суперечки з приводу того, чи є вiд’ємнi числа
такими ж реальними об’єктами, як числа додатнi. Тiльки в першiй
половинi XIX ст., коли було побудовано строгу теорiю вiд’ємних чисел,
вони дiстали загальне визнання як абстрактнi числа.

27 Бхаскара (1114–1185) – iндiйський математик i астроном (очiльник астроно-
мiчної обсерваторiї в Удджайнi), якого зазвичай називають Бхаскара II, щоб
вiдрiзнити вiд iншого iндiйського вченого Бхаскари I (бл. 600 – бл. 680).

28 Мiхаель Штiфель (1487–1567) – нiмецький математик, один iз винахiдникiв
логарифмiв, активний дiяч протестантської Реформацiї.

29 Рене Декарт (1596–1650) – французький фiлософ, фiзик, фiзiолог, математик,
засновник аналiтичної геометрiї. Запровадив систему координат (що вiдома
зараз як декартова), поняття змiнної величини i функцiї, ввiв багато
алгебраїчних позначень.
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ЗАВДАННЯ
ДЛЯ САМОСТIЙНОГО ВИКОНАННЯ

Пiдготуйте предметну презентацiю на тему:

1. Вiд’ємнi числа в культурнiй iсторiї людства.

2. Виникнення i розвиток дробових чисел.

3. Системи нумерацiї в Iндiї та Китаї.

4. Розвиток уявлень про iррацiональне число в Давнiй Грецiї.

5. Шiстдесяткова система числення та її сучаснi залишки.

6. Системи нумерацiї за часiв давньої Русi.

Пiдготуйте персонiфiковану презентацiю на тему:

1. Математичнi iдеї Омара Хайяма.

2. Рене Декарт i його система координат.

3. Леонтiй Магницький i його «Арифметика».

4. Алгебраїчнi iдеї Мухаммада ал-Хорезмi.

5. Евдокс Кнiдський – творець теорiї вiдношень.

6. Фiбоначчi та його числова послiдовнiсть.

Пiдготуйте хронологiчну презентацiю на тему:

1. Ключовi дати в розвитку поняття числа до нової ери.

2. Ключовi дати в розвитку поняття числа в I–X ст.

3. Ключовi дати в розвитку поняття числа в XI–XV ст.

4. Ключовi дати в розвитку поняття числа в XVI–XXI ст.

ПРОБЛЕМНО-ПОШУКОВI ЗАВДАННЯ

1. Серед завдань, поданих у роздiлi 4, вкажiть тi, що пов’язуються з
прийомами лiчби, якими користувалися у давнi часи.
Ґрунтуючись на матерiалi запропонованого iсторичного нарису та
iсторико-математичних фактах, викладених у джерелах з iсторiї
математики, пiдготуйте презентацiйнi есеї про iсторичнi коренi
прийомiв i засобiв лiчби та оперування невiд’ємними цiлими числами.

2. Охарактеризуйте принцип утворення назв дворозрядних чисел,
проiлюстрований у завданнi 10 з роздiлу 4, а також властивостi
натуральних чисел, використанi у цьому завданнi.
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1.2. РIЗНI ПIДХОДИ ДО ПОБУДОВИ МНОЖИНИ

ЦIЛИХ НЕВIД’ЄМНИХ ЧИСЕЛ

1.2.1. Побудова арифметики невiд’ємних цiлих чисел
на теоретико-множиннiй основi

Порядковi й кiлькiснi натуральнi числа

Натуральними вважаються числа 1, 2, 3, 4, 5, ... .
Невiд’ємними цiлими вважаються числа 0, 1, 2, 3, 4, 5, ... .
На практицi натуральнi числа виконують двi функцiї. Вони

використовуються для: 1) лiчби предметiв; 2) визначення їх кiлькостi
у довiльнiй сукупностi.

Лiчба предметiв характеризує можливу послiдовнiсть (порядок)
їхнього розташування (в ряд) у деякiй скiнченнiй сукупностi. При лiчбi
предмети iменуються: перший, другий, третiй i т.д. Такi найменування
прийнято називати порядковими числами.

Утворення послiдовностi предметiв деякої сукупностi з наступним
їх перелiчуванням iз застосуванням порядкових чисел – спосiб лiчби,
що застосовувався з давнiх-давен i увiйшов у повсякдення пiд назвою
«нумерацiя».

За допомогою лiчби не тiльки послiдовно нумерують предмети
деякої сукупностi та знаходять номер останнього з предметiв цiєї
сукупностi, а й визначають їхню загальну кiлькiсть. Зокрема, поступово
видiляючи з послiдовностi предметiв обраної сукупностi один, два, три
i т.д. предметiв i таким чином доходячи до останнього з них, узнають
кiлькiсть предметiв вихiдної сукупностi.

Числа, що вживаються для характеристики кiлькостi предметiв
у довiльнiй сукупностi (один, два, три i т.д.), прийнято називати
кiлькiсними числами.

Утiм, кажучи, що деяка сукупнiсть мiстить, наприклад, 19
(дев’ятнадцять) предметiв, ми тим самим стверджуємо також i те, що:
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– в нiй обов’язково знайдеться предмет, який при лiчбi буде вважа-
тися першим30;

– яким би чином при лiчбi не утворювалися послiдовностi предметiв
цiєї сукупностi, останнiй з них завжди буде iменуватися як
дев’ятнадцятий.

Для iменування кiлькiсних i порядкових чисел використовують
самостiйну частину мови – числiвник – за допомогою якої позначають
кiлькiсть предметiв або їхнiй порядок при лiчбi31 i яка вiдповiдає на
запитання скiльки? котрий?

Теорiю натуральних чисел як кiлькiсних характеристик сукупно-
стей предметiв можна побудувати, абстраґуючись вiд процесу лiчби.
Основнi iдеї такої побудови вiдомi як кiлькiсна теорiя натурального
числа i вперше були викладенi нiмецьким математиком Г. Кантором32.

Рiвнопотужнi множини, класи еквiвалентностi
та невiд’ємнi цiлi числа

Нехай задано сукупнiсть множин A, B, C, ... , якi є пiдмножинами
деякої унiверсальної множини U i серед яких є й порожня множина ∅.

Як вiдомо, порожня множина ∅ єдина i не мiстить жодного
елемента. Тому будемо вважати, що вона визначає окремий клас «0»,
тобто:

∅ → 0.
Серед iнших множин сукупностi знайдемо множину {∅ } i видiлимо

в окремий клас «1» усi множини, рiвнопотужнi їй, тобто:
{∅ } ∼ { a } ∼ { b } ∼ . . . → 1.

30 Див.: Упорядкованi множини // Математика : навч. посiбник для напряму
пiдготовки 6.010102 «Початкова освiта» пед. навч. закладiв : у 3 ч. Ч. I /
М.М.Левшин, Є.О.Лодатко ; за заг. ред. Є. О.Лодатка. – Тернопiль :
Навчальна книга – Богдан, 2012. – C. 74–81.

31 Звичайно, смисловi можливостi числiвника як частини мови значно ширшi за
суто математичнi тлумачення кiлькостi й порядку, що обмежуються рядом
невiд’ємних цiлих чисел.

32 Георг Фердинанд Людвiг Фiлiпп Кантор (1845–1918) – нiмецький математик,
вiдомий як творець теорiї множин, що стала нарiжним каменем у математицi.
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Знаходячи далi серед «залишкiв» сукупностi множину {∅; {∅ }},
видiлимо в окремий клас «2» усi множини, рiвнопотужнi узятiй, тобто:

{∅; {∅ }} ∼ { a; b } ∼ { b; c } ∼ . . . → 2.
Продовжуючи, аналогiчно отримаємо класи множин «3», «4» й т.д.:
{∅; {∅; {∅ }}} ∼ { a; b; c } ∼ { b; c; d } ∼ . . . → 3;
{∅; {∅; {∅; {∅ }}}} ∼ { a; b; c; d } ∼ { b; c; d; e } ∼ . . . → 4;
. . .

Таким чином прийдемо до розбиття { 0; 1; 2; 3; . . . } множини
U на класи еквiвалентностi, кожен з яких утворюється сукупнiстю
рiвнопотужних множин.

Отримане розбиття будемо далi називати множиною невiд’ємних
цiлих чисел i позначати N0, записуючи, що:

N0 = { 0; 1; 2; 3; . . . }.
Iз зазначеного вище випливає, що невiд’ємне цiле число може

мислитися як кiлькiсна характеристика класу еквiвалентностi, який
утворюється рiвнопотужними множинами iз множини U.

Тодi має мiсце таке означення.

Означення 1. Невiд’ємним цiлим числом називається клас рiвно-
потужних скiнченних множин, серед яких окремий
клас 0 утворюється єдиною порожньою множиною.

Вiдношення на множинi невiд’ємних
цiлих чисел

У теорiї множин символом n(A) зазвичай позначається кiлькiсть
елементiв множини A. Отже, якщо A – одна з множин деякого класу
рiвнопотужних скiнченних множин, то a = n(A) слiд тлумачити як
позначення цього класу. Тодi, за сформульованим вище визначенням,
a = n(A) буде невiд’ємним цiлим числом.

Звертаючись до класiв рiвнопотужних множин, що конструювалися
вище, та керуючись вiдомим визначенням поняття «пiдмножини»,
запишемо спiввiдношення мiж ними
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∅ ⊂ {∅ } ⊂ {∅; {∅ }} ⊂ {∅; {∅; {∅ }}} ⊂ {∅; {∅; {∅; {∅ }}}} ⊂ . . . ,
а також те, що

0 = n(∅);
1 = n({∅ });
2 = n({∅; {∅ }});
3 = n({∅; {∅; {∅ }}});
4 = n({∅; {∅; {∅; {∅ }}}});
. . .

Виходячи зi спiввiдношень та останнiх позначень, а також
враховуючи той факт, що вiдношення ⊂ є транзитивним, можемо ввести
поняття «менше» i «бiльше» на множинi N0 класiв рiвнопотужних
множин.

Нехай A, B, C, ... – рiзнi класи рiвнопотужних скiнченних множин
iз множини N0 i кожен з цих класiв визначає певне невiд’ємне цiле
число a = n(A), b = n(B), c = n(C), . . . Тодi, виходячи з можливих
спiввiдношень мiж цими класами (або множинами, що їм належать),
можемо ввести кiлька важливих означень.

Означення 2. Якщо два класи A i B такi, що A ⊂ B, то кажуть,
що невiд’ємне цiле число a = n(A) менше вiд
невiд’ємного цiлого числа b = n(B) i позначають
це так: a < b.

Означення 3. Якщо два класи A i B такi, що A ⊃ B, то кажуть, що
невiд’ємне цiле число a = n(A) бiльше за невiд’ємне
цiле число b = n(B) i позначають це так: a > b.

Означення 4. Якщо C1 i C2 – двi множини, що належать класу C

рiвнопотужних множин, то кажуть, що невiд’ємне
цiле число c1 = n(C1) дорiвнює невiд’ємному цiлому
числу c2 = n(C2) i позначають це так: c1 = c2.

Беручи за основу означення 2 i 3, а також зважаючи на тлумачення
поняття «рiвностi» невiд’ємних цiлих чисел в означеннi 4, можна

27



ввести ще одне поняття – «нерiвностi» невiд’ємних цiлих чисел, яке
в узагальненому виглядi доволi часто використовується в математицi.

Означення 5. Якщо два класи A i B такi, що A ⊂ B або A ⊃ B,
то кажуть, що невiд’ємне цiле число a = n(A) не
дорiвнює невiд’ємному цiлому числу b = n(B) i
позначають це так: a ̸= b.

Iнакше: невiд’ємнi цiлi числа a = n(A) i b = n(B) можна вважати

не рiвними i позначати цей факт як a ̸= b, якщо a < b або

a > b.

Застосовуючи поняття «бiльше» (або «менше») до множини N0

невiд’ємних цiлих чисел (як класiв рiвнопотужних множин) i виходячи
з ланцюжка спiввiдношень ∅ ⊂ {∅ } ⊂ {∅; {∅ }} ⊂ . . . , запишемо, що
0 < 1 < 2 < 3 < . . . .

Таке «розташування» елементiв множини N0 прийнято називати її
впорядкуванням i пов’язувати з ним також послiдовнiсть порядкових
чисел: нульовий, перший, другий, третiй, . . . .

Операцiї на множинi невiд’ємних
цiлих чисел

Нехай N0 – множина невiд’ємних цiлих чисел, елементами якої
є числа a = n(A), b = n(B), c = n(C), . . . , що визначають
кiлькiснi характеристики кожного з класiв рiвнопотужних множин,
яким належать множини A, B, C, . . .

Отже, маємо:

A ∼ {∅; {∅; {∅; {. . .︸ ︷︷ ︸
n(A)

}}}}; B ∼ {∅; {∅; {∅; {. . .︸ ︷︷ ︸
n(B)

}}}};

C ∼ {∅; {∅; {∅; {. . .︸ ︷︷ ︸
n(C)

}}}}; . . .

Зважаючи на те, що множини A, B, C, . . . є представниками класiв
рiвнопотужних множин, зауважимо, що за необхiдностi вони можуть

28



обиратися (серед множин свого класу) так, щоб:
– усi вони попарно не перетиналися;
– деякi з них попарно не перетиналися.

Додавання й вiднiмання невiд’ємних цiлих чисел можуть
бути охарактеризованi (визначенi) в межах теоретико-множинного
пiдходу, ґрунтуючись на об’єднаннi й рiзницi множин.

Нехай множини A i B такi, що A ∩ B = ∅. Тодi (як вiдомо з теорiї
множин) для них iснує єдина множина C = A ∪ B, кiлькiсть елементiв
якої буде

n(C) = n(A ∪B) = n(A) + n(B).

Якщо скористатися позначеннями a = n(A), b = n(B), c = n(C), то
остання рiвнiсть набуде вигляду: c = a+ b.

Означення 6. Додаванням невiд’ємних цiлих чисел a i b можна
називати операцiю, яка за кiлькiстю елементiв
a = n(A) i b = n(B) двох множин (таких,
що A ∩ B = ∅) дозволяє знаходити кiлькiсть
c = n(A ∪B) елементiв їхнього об’єднання:

c = a+ b.

Iснування суми чисел та її єдинiсть безпосередньо випливають з
iснування та єдиностi об’єднання множин: якi б не були множини A та
B, завжди iснує i причому єдина множина C така, що C = A ∪B.

Беручи до уваги, що кожнiй множинi M вiдповiдає одне й тiльки
одне невiд’ємне цiле число m = n(M), яке характеризує кiлькiсть
її елементiв, можемо стверджувати, що кiлькiсть елементiв множини
C = A∪B визначається однозначно, тобто єдиним буде число c = a+ b:

c = n(C) = n(A ∪B) = n(A) + n(B) = a+ b.

Властивостi додавання

1◦. a+ 0 = a;
2◦. a+ b = b+ a;
3◦. a+ (b+ c) = (a+ b) + c.
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